Chapitre 29 : Fonctions de deux variables

1 Fonction continues sur un ouvert de IR?

1.1 Ouverts de IR?

Dans tout le chapitre, on munit IR? de sa norme euclidienne canonique.

Définition 1.1. Soit p € R%>etr >0
On appelle disque ouvert de centre p et de rayon r la partie D(p,r) = {z € R? | ||z — p|| < r}

Définition 1.2. Soit U une partie de R?
On dit que U est ouvert de R?si Vp € U, 3r > 0: D(p,r) C U

1.2 Fonctions continues
Dans toute cette section, U désigne un ouvert non vide de IR?

Etant donné une fonction f : U — R et un point p = (a,b) € U, on notera indifféremment f(p) ou f(a,b) la

valeur de f en ce point.

On peut représenter graphiquement une fonction f : U — R par son graphe :

Iy ={(xy flxy) | (xy) € U}
qui est une partie de U x R, et donc de R3

Définition 1.3. Soit f : U — R une fonction. Soit p € U
* On dit que la fonction f est continue en p si

Ve> 0,3y > 0:vze U (Jz—pll <y = [f(z)— f(p)l <)

* On dit que f est continue si elle est continue en tout point de U

Proposition 1.4. Soit f : U — R, I un intervalle contenant f(U) etf : I — R
Si f est continue en p € U et que 6 est continue en f(p), alors la composée 6 o f est continue en p

Proposition 1.5. Soit f : U — R, I un intervalle non trivial et 1 et 7, : I — R deux fonctions telles que la
fonction 7y : £ — (1 (), v2(t)) soit a valeurs dans U
Si 1 et 72 sont continues en a € I, et que f est continue en y(a), alors f oy : t — f (71(t), 72(t)) est continue

ena

Proposition 1.6. Soit f : U — R, V un ouvert de R? et ¢, 9 : V — R deux fonctions telles que

®:z— (¢(z),¢(z)) soit a valeurs dans U

Si ¢ et ¢ sont continues en p € V, et que f est continue en (¢(p), ¥ (p)), alors fo® : z — f(¢(z),P(z)) est
continue en p



2 Fonctions de classe C!

Dans toute cette section, U désigne un ouvert non vide de IR? et f une fonction de U dans R

2.1 Dérivées partielles
Etant donné un point p = (a,b) € U, on considere les ensembles :
Di={xeR|(x,b)elU} et Dy={yeR]|(ay) cU}

et les applications partielles :

D —- R D, - R
P1: et ¢:
x = f(x,b) y = flay)

Comme U est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que D(p,r) C U
On a alors les inclusions :
la—r,a+r[CD; et |b—r,b+r[C D,

Notons que D; et D, peuvent ne pas étre des intervalles, mais que cela n’a guere d’importance puisque la

discussion est ici locale : seul ce qui se passe au voisinage de a € D; et b € D; nous intéresse.

Définition 2.1. Soit p = (a,b) € U

* Sil'application partielle ¢; est dérivable en 4, on dit que f admet une premiére dérivée partielle

91f(a,b) = ¢} (a)

* Sil’application partielle ¢, est dérivable en b, on dit que f admet une deuxiéme dérivée partielle

92f(a,b) = @3(b)

Remarque : On utilise en pratique une notation plus parlante.
Pour une fonction f : (x,y) — f(x,y), on note plutdt :

f 1 — f (b —
g(a,b) =01f(ab) et @(a,b) = 0dyf(a,b)
en s’adaptant aux noms des variables apparaissant dans la définition de f. Par exemple, les dérivées partielles
de la fonction f : (r,0) — rcos 6 sont données par :
of of .
2 _— = —_— = —
V(s,w) € R%, P (s,w) =cosw et 30 (s,w) ssinw

Cette notation est potentiellement ambigtie, car les variables apparaissant dans la définition de f sont en fait
des variables muettes, mais elle ne pose guére de probleme a 1'usage.

Proposition 2.2. Soit f,g: U — Retp c U
* Si f et g admettent des dérivées partielles en p, alors f + ¢ également, avec :

W) =L+ Eo o D) =T+ By
* Si f et g admettent des dérivées partielles en p, alors fg également, avec :
Y )= L +rnEw e U6 = Lo+ 10 E )



Remarque : L'existence des dérivées partielles, méme en tout point de U, n’entraine pas la continuité de f

2.2 Fonctions de classe C!
of f

Si la fonction f admet des dérivés partielles en tout point de U, on peut considérer 3 et ?Ty comme des
fonctions définies sur U

Définition 2.3. La fonction f est dite de classe C! si elle admet des dérivées partielles en tout point de U et que
f ot o

les fonctions 5 et 3y sont continues.

On note C!(U;R) ou, plus simplement, C! (U) ’'ensemble des fonctions de classe C! définies sur U

Théoréme 2.4 (Développement limité a 'ordre 1). Soit f € C!(U) et p = (a,b) € U. Il existe alors une fonction
e: U — Rtelle que &(z) m 0 et pour tout (x,y) € U :

fry) = flab)+ (x—a) 2L (a,0) + (y - b)g]y((a,b) e y) l(xy) — (b))

Remarque : On peut écrire de maniere plus condensée le résultat précédent sous la forme d'un développement
limité a 'ordre 1 :

_ of of
fla+hb+k)= f(a,b) +h£(u,b) +k@(a,b) +o(||(h k)|

Corollaire 2.5. Soit f € C!(U). Alors f est continue.

Proposition 2.6. Soit f,¢ € C!(U). Alors la somme f + g et le produit fg sont des fonctions de classe C!

2.3 Gradient

Définition 2.7. Soit f € C!(U). Le gradient de f est I'application

;. U — R?
"\ (a,b) > Vf(ab) = (%(a,b),%(a,b))

Remarque : Soit f € C}(U) et p € U.
Il existe alors une fonction € : U — R telle que &(z) . O etpour toutz € U:
z=p

f(2) = f(p) +(Vf(2) [ z=p) +e(z)]z =7l

3 Dérivation des fonctions composées

Dans toute cette section, U désigne un ouvert non vide de IR? et I désigne un intervalle non trivial.

3.1 Composition avec une fonction d’une variable

Proposition 3.1. Soit f € C'(U), I un intervalle contenant f(U) et € C'(I)
Alors 6 o f est une fonction de classe C!, avec, pour tout p € U

R ORI O




3.2 Premiere regle de la chaine

Théoréme 3.2. Soit f € C}(U) et v1, 7, € C}(I)
On suppose que la fonction 1y : t — (y1(t), 72(t)) est a valeurs dans U
Alors foy it — f(71(t),72(t)) est de classe C! et 'on a, pour tout a € I

(For)@ = L (n@) (@) + 2L (1(@)rh(a)

Remarque : Avec les mémes notations que dans le théoréme, on peut écrire de facon concise la dérivée de f oy
al'aide du gradient de f
Vael (for) (a) =(Vf(r(a)) [ (a))

ott'on a noté 7/ (a) = (v (a), v4(a))

3.3 Dérivée selon un vecteur

h
Proposition 3.3. Soit f € C}(U),p € Uetv = . € R?

L'application ¢, : t — f(p + tv) est définie au voisinage de 0, dérivable en 0, de dérivée

04(0) = 5L (p) + K5 () = (V) )

On note Dy f(p) = ¢,(0) cette dérivée, et on I'appelle dérivée de f en p selon le vecteur v

Remarque : Si v est un vecteur unitaire, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

IDof(p)| = [{(Vf(p) [0} | < V(P

En outre, la dérivée D, f(p) est alors maximale (resp. minimale) si v est positivement (resp. négativement)
colinéaire a V f(p) : elle vaut dans ce cas £||Vf(p)||

Le gradient de f en p pointe donc dans la direction dans laquelle f croit le plus vite (qui est aussi, en sens
inverse, celle ot elle décroit le plus vite). Cela correspond a la direction de plus grande pente sur le graphe I'¢

3.4 Deuxiéme regle de la chaine

Théoréme 3.4. Soit f € C'(U). Soit V un ouvert non vide de R? et ¢,1 € C!(V) deux fonctions telles que
I'application @ : (x,y) — (¢(x,y), P(x,y)) soit & valeurs dans U

{V—)]R
fod:

Alors l'application composée

(v y) = fle(xy), p(xy))

est de classe C!, et vérifie

Vpev N (fo®@)(p) = f((p))d1e(p) +d2f (D(p))d19(p)
' 01f (@ (p))029(p) + 02f (®(p)) 029 (p)

o
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Remarque : Sil'onnote f : (x,y) — f(x,y) et ®: (u,v) — (@(u,v),P(u,v)), ces formules deviennent, selon la
notation usuelle 3(fo®) 3 of
[©]
WD) = (@ <p>)$<p> @) o Lip)
Vp S V, a(fo

W2 ()= L @ip)) 2 o) + ?; (@) 32 (p)



4 Extrema

Dans toute cette section, U désigne un ouvert non vide de IR?. En plus des notions générales d’extremum

(sous-entendu : global), la norme euclidienne permet de définir les extrema locaux.

Définition 4.1. Soit X une partie non vide de R?, f : X — R une fonctionet p € X

* On dit que f admet un maximum local en p si
I >0:vze XN D(p,n), f(z) < f(p)

* On définit de méme les notions de minimum local

Définition 4.2. Soit f € C!(U)etp € U

On dit que p est un point critique pour f si % (p) = %(p) =0, c'est-a-dire si Vf(p) = (0,0)
Théoréme 4.3. Soit f € C}(U)etp € U

Si p admet un extremum local en p, alors p est un point critique de f



